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Métodos de calculo de estructuras

Basados en la flexibilidad

Método de compatibilidad de deformaciones en vigas
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Teorema 2° de Castigliano para hallar deformaciones

Método general de flexibilidad, basado en el 2° teorema de
Engesser (Xfi; X; = D;)

Basados en la rigidez

Principio del Trabajo Virtual
Teorema 1° de Castigliano =

Método de rigidez en formulacion matricial KA =F =
Método iterativo de Cross para porticos planos
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Algo de historia

Fundamento tedrico debido a C. A. Castigliano (1879)

Método del giro-deformacion A. Bendixen (1914)

No empleado en la practica por la dificultad de resolver las ecuaciones
a las que lleva (sistema de ecuaciones lineales de gran tamafio)

Método iterativo de H. Cross (1930- 1932)

Aplicacion ingeniosa para resolver de forma iterativa las ecuaciones de
rigidez, sin que el concepto de rigidez sea aparente. Tuvo varias
secuelas: Kani, Takabeya

Utilizado masivamente hasta...

Aparicion de los computadores en 1950-1960 hace revivir el método
en su implementacion matricial, como se conoce hoy.

Usado por todos los programas de computador actuales
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Deformacion de una barra plana sin cargas

Los grados de libertad en los extremos definen completamente la
deformacion de una barra. Barra plana: 6 grados de libertad

Y
/t Oiz 0z 0,z ‘)
6IYX \

s VAT Y
X u OJx
» >
d?u S
Axial: FAZT5==x=0 u=Cux+6 == Ix
X 8% i
6IY
» d*v 0,
Flexiéon:  Elw—F=—q, =0 v =Cyx3 4 Cx? + C3x + C4 == - >
ax Oy
dzv 0
M = Elw | JZ
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Deformacion de una barra plana sin cargas

Los grados de libertad se refieren a un sistema general,
comun a toda la estructura
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Grados de libertad de la estructura

. As
Grados de libertad A;

Fuerzas
generalizadas F;

» Grados de libertad:
Deformaciones necesarias para definir la posicidon deformada de la estructura,
es decir de cada una de las barras

* Fuerzas generalizadas sobre los grados de libertad:
Las fuerzas nodales necesarias para producir las deformaciones

* Fuerzas sobre las barras no consideradas ahora: se trasladaran a los nudos
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Fundamento teodrico

As

Grados de libertad A;

Fuerzas
generalizadas F;

777777 777777 /77777 777777

U
Teorema 1° de C. A. Castigliano (equilibrio) i = g4~

4 /7 1
Conservacién de la energia: U=Wwet = 52 FjA;
j
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Desarrollo del Teorema 1° de Castigliano

LU _ 0 1ZFA - LW LY
i_aAi_aAl_ 2 . J=y 2 aA aA
J

J J

0F;
Fi=_ aAA-I_F
J

N\ 9F oUu
Agrupando F; a la izda.: Fi = z dA; A Pero; £j = dA;
J

02U
Resultado: Fi = Z 0A;0A, A;
j
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rFﬂ

\F},J

Resultado tedrico del metodo de rigidez

Equilibrio:
Ki1 K1j Kin

K:: K.

(= B
Knl Knj Knn

K;; son simeétricos

| ViAWY

Az A A3

Coeficientes de rigidez: K;;

K;;: fuerza necesaria para
vencer cada A;

A5 A A F5

Ay

777777 777777 777777 Vcoiid

Esta expresion de K no es util, pues en
general no es sencillo poner U(4;)
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Significado fisico de [K]

Columna j de [K]:

Fuerzas y momentos que hay que
aplicar sobre los grados de libertad
de la estructura, para imponer:

- un desplazamiento unitario en la
deformacion A;

-y cero en todas las demas

10
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(F1 K11
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\Fg | K¢
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Significado fisico de [K]

Este método no se puede emplear para toda la estructura, es muy complicado

Los valores unidad de los distintos A; se aplican a cada barra
y luego se suman las fuerzas debidas a todos ellos

En su lugar:

Vamos a aplicar valores 1 a todos los A; de una barra genérica para obtener sus
coeficientes de rigidez, y luego sumarlos con las otras barras
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Significado fisico de [K] para una barra plana

Se emplea en una barra sola, para obtener su matriz de rigidez.

P
N Ory 51\/ APIY JAY
O|x / Oux =% / P Jx
— > — >
6|z \* er MI \ MJ
Py [Kixix - |Kixaz |- -+ Kixjz] (61x)
PIY . .. KIY’IZ .. .. . P 6IY
<M12>_ . o |\ Kiziz |- - . <d le>=1
Prx . o |\ Kxpz | o0 - . 2o d
P]Y .- . K]Y,IZ - - . 5]Y
kM]ZJ _K]Z,IX . K]Z,IZ e e K]Z,]Z_ \QJZJ

Dar valor 1 a cada grado de libertad y calcular las fuerzas necesarias para ello.
Resolucion sencilla: T. Mohr, o ecuacion de la elastica.
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Rigidez axial de una barra plana

Pix Pax 1
5|x=1 L
P P R _
N > ij—AO-—AES—AEZ PIX__P]X
St
P | 24 0 O £ 0 Of{d;x)
(Frx) 5 - 7 (O1x
L L Fyel
Pry 0 0 LY
Ml o [.. ..o |... .|}
< Prx r = EA 0 0 EA 0 0 < Orx > Desacoplada
Py L I (5 ) del resto
\M; ) 0 0 L 6 J
0 0
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Rigidez al giro de una barra plana - Nudo |

1)

Aplicando 2 veces T. Mohr

ﬂf__4EI
=
6E1

Iy — L_2

-6EI/L2

4

N

4E|/L
EA
L
(Prx) 0
Pry
M, 0
< Pix (= EA
Pry L
M
\ V) 0
0

Método de rigidez
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Rigidez al giro de una barra plana - Nudo J

BEI/L> -BEI/L?

‘ L L
6EI 6EI
o Moo P 0 = 12 | (O
Pry 4E1 2E1 Ory
MI 0 - 0 T 91
. { — L L { >
Aplicando 2 veces T. Mohr Prx EA 0 EA- 1 Orx
Py L L Oy |
2EI 4EI \M) ) 0 _GET _6ETY\ 6, )
M= M=7" L2 L2
0 261 4EI
6E] 6E] L L
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Rigidez al giro de una barra plana — Nudos |, J

2
B6EI/L -BEI/L? 6EI/L2 -6EI/L>
P (] |
- N )
AEIL 2L 2 1 4EIIL

EA 0 0 EA 0
L L
6FE1 6E1
fPIX\ 0 . e L_Z 0 . L_Z fé\IX\
Py 4EI 2E1 || [ O
Pix(~| EA EA B]X
p —— 0 0 — 0 0 5
JY L L pid
\M; ) 6E1 6E1 6, )
0 - Tz 0 - Tz
0 2E1 " 4E]
L . L
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PIY/

Rigidez lateral de una barra plana - Nudo |

-M,

1)

Aplicando 2 veces T. Mohr

17

MI=

6E1
2

12E1
Py =

L3

M]=MI

P]Y=_PIY

12E1/L.3

-12EI/L3
<‘ 6EI/L? 6EI/L?
EA 0 0 EA 0 0
L L
12E1 6E1 6E1
0 — 0 —
L3 L2 L2
0 6E1] 4E] 0 2E1
L2 L L
EA 0 0 EA 0 0
L L
12E1 6EI 6EI
0 — — 0 e
L3 L2 L2
0 6EI 2E1 0 4E1
L2 L L
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Rigidez lateral de una barra plana - Nudo J

—h

M| IVIJ

M| 1D \I M,

(Prx)
PIY
M;
Aplicando 2 veces T. Mohr | Pix
Py
6EI \M; )
MI - _L_Z M] == MI
12E1
Iy — — E Py = =Py
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-12EI/L3

12E1/L3

1

-BEI/L? -BEI/L?
£ 0 0 E4 0 0
L L
12E1 6E1 12E1 | 6EI
I3 12 O =3 12
6E1 4E1 0 6E1 2E1
L? L L? L
£ 0 0 £ 0 0
L L
12E1 6E] 12E1 6E]
=z T ! 3 | 1?2
6E1 2EI 6E1 4E1
L? L L? L
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Rigidez lateral de una barra plana — Nudos |, J

12EI/L3 3
A 2B -12E1L3 12EI/L

BEI/L? 6EI/L? BEI/L? -BEI/L?
- EA 0 0 EA 0 0
L L
12E1 6E1 12E1 6E]

(Prx) 0 13 12 0 E 12 (O1x)
Pry 6EI AEI 6EI | 2EI |({o1v)
/% S e 7 o 72 B N/

<P]X>_ EA 0 0 EA 0 0 <5]}(>

— — ——— L
Py L L (v D
\M]} 12E1 6E] 12E1 6E] kQJJ
N N B R B -l B 7
0 6E] 2E1 0 6E1 AE]
L2 L L2 L
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Rigidez de una barra plana - Sistema local

(A_>
01z

Ory Oy APIY Py
e A e A
dix 6 /| Oux Pix P /| Pux
> <;—+ ——
™9, M, S M,
EA 0 0 EA 0 0
L L P¢ = K} 6°
12E1 6E] 12EI  6EI
fPIX\ L3 F _ L3 LZ (5IXW
Pry 6EI  4EI 6EI  2EI | |01
M, 1z I 0 T2 I 0, Desacoplados: axial,
Pix (= EA EA ) 5rx ' flexion-cortante
Pl | L O T X ° |
L3 L? L3 L?
6E] 2E] 6E] 4E1 ,
Tz I 0 7 I Incluye las 3 ecuaciones
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Proyeccion al sistema general de la rigidez de una barra plana

P = K¢ §°

8IY

Sy cosa sina 0] (Ax
0y p =|—sina cosa O 4y — ?;ZR%TKERg

M
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Cc =Cosa

S =sina

22

Rigidez de una barra plana

- Sistema general

Método de rigidez

Ay 6 Fé¢ = K&éAe
o G
Aix K, M,
Rango: 3
EAc?/L EAsc/L —EAc?/L —EAsc/L 1
—6Els /L2 —6Els/L?
+12EIs?/I1® —12Elsc/L3 okls/ —12EIs?/1® +12Elsc/L3 6Els/
EAsc/L EAs?/L —EAsc/L —EAs?/L (A
Elc/1? Elc/1? | (1)
—12B1se/i’ +1261¢2ji2 OO wzpisesr —1zereryir PV || ay
“6EIs/I*  6EIc/L? AEI]L 6EIs/L*  —6Elc/L*  2EI/L || 6
—EAc?/L —EAsc/L EAc?/L EAsc/L Ajx
6EIs/L? 6EIs/L?
—12EIs?/1® +12Elsc/L? s/ +12EIs?/13 —12Elsc/L? s/ Ay
—EAsc/L —EAs® /L 5 EAsc/L EAs®/L |\ 0; )
+12B1sc/1 —1281¢2/12  CHY) _t2prses vazmiczr TOEIt
| _6EIs/I*  6EIc/I? 2EI/L 6EIs/I2  —6EIc/I>  4EI/L
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Rigidez de una barra articulada (celosias)

8JY / PJY PJX PIX i 1 0 _1 O- (SIX\
Sux Pry EAlo o] o0 o])or
X L |-1 0|1 O X
Pyy 0 0] 0 O0l\4y)
Pix P;v =P
Rango: 1 Ix JX
Py =Py =0
Incluye las 3 ecuaciones de
equilibrio
2 sc | —c® —sc] (Bix)
sc  s2 |—=sc —s%|)Ar
—¢Z —sc | ¢Z  sc||Bx
|—sc —s? | sc  s?1\AQpJ

S =sina
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Catalogo de elementos: barras planas

Celosias
Barra Empotrada-Empotrada
/
Barra Empotrada-Articulada
Pérticos <
Barra Articulada-Empotrada
MI — O
-
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25

Catalogo de elementos: barras articuladas 3D (celosias 3D)

Por nudo:

3 desplazamientos
3 fuerzas (2 nulas) Matriz de rigidez 6 x 6
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Catalogo de elementos: vigas 3D (Porticos 3D)

Por nudo:
3 desplazamiento y 3 giros
3 fuerzas y 3 momentos

Matriz de rigidez 12 x 12
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Catalogo de elementos....

Muelles Muelles al giro

+ otros mas complejos (MEF)

27
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Grados de libertad de los nudos

Los que les aportan las barras que se unen en ellos

Ay A Ay < 922
Ay
AX / Ax
‘ 2 [ / \
|
\_—y GZ &/ AX
0z1 Ly
A) B) C)
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Grados de libertad de la estructura

. A A
Los que tienen sus nudos 11— A - B 3
( > A=
2
C
D E
ADay
: » Asx
A1Y AZY A3Y
“‘; A1x o A Aoxx ( Asx
[ ~— g
71 61 0, 03

777777 Método de rigidez tecnu n
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Grados de libertad

P
3
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Equilibrio de los nudos

Fuerzas en el nudo |, en el extremo de las barras A’y 'B’

K IAI + KGI] A]: Ffl

KA + Kk Ap= F/

Equilibrio del nudo I: las fuerzas
exteriores se equilibran con las
fuerzas interiores en las barras

Ff' + F{ = F/**

Sustituyendo las
fuerzas interiores:

(K& +Ken) A +KGI] A,
+ K5, Ay = FFXt

32
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Equilibrio de los nudos

En general, para cualquier numero de
barras en el nudo ‘I’

A
A A }A_
N Z K¢ A + z K& h; = 7t

ext
F

B - IPAY
"
D
e e ] [ e:vt>
Equilibrio del nudo | GH . ZKGH N iy AI F]
\ )
AN

“

Tantas ecuaciones de equilibrio estatico como g.d.l. tiene el nudo
Se repite el proceso para todos los nudos 1=1, N

33 Método de rigidez tecnun



Ensamblado de la matriz de rigidez de la estructura

Se ensamblan una tras otra las ecuaciones de equilibrio de todos los nudos
Sumando la rigidez de cada barra a los grados de libertad a los que se conecta la barra

[ CII gl]] {A,} _ {er}
g‘]l f;]] A] F]e

R (pext) ext
ci - Key A Fr*

; . ; Y =4 :9.xt> *jﬁ
A F

G]I " . G]] . ] ] ext

.. . . L \__J \__ J /
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K' +K°

G11 G11

0
KB

G31

0

AlY
01
A= 4 AZX >
AZY
0,
L
B
0 KGl3 0
C D E C E
KG22 T KG22 T KG22 KG23 KG24
C B C
KG32 KG33 T KG33 0
E E F
KG42 0 KG44 + KG44_
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A1Y
0,
A — < AZX >
A2Y
6,
\ ./
Anadir barras no aumenta el niUmero de GDL: s6lo mas términos en K
[ -A B B
KG11 + KG11 0 KG13 0
C D FE C E
0 KG22 + KGQ2 + KG22 KGQ3 KG24
B C B C
KG31 KGB2 KG33 + KG33 0
E E F N
0 KG42 0 KG44 ™ KG44 ™ KG44_
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=

‘\T,
V
>
<
i
Qo
>N
= &

N
D

P>
IJ

> D
=

m
[\D% DN
~

>

w
o

>

o
w
~

VL L L L 777777

- C
Kén + K¢11q Ké12 0
K= K1321 Kézz + ngz + ngz ngs
B B E
0 K¢s2 Kgs3 + K¢ssl
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Propiedades matematicas de [K]

Simétrica: teoremas de reciprocidad de deformaciones
Definida positiva. Define la energia elastica acumulada:

) ‘. ext 1 1 T
Conservacion de la energia: U=W — E AF; = EA F
Equilibrio: F = KA

, . 1 1
Energia en funcion de A: U ==-ATKA U= Ezz KijAiA;
2 i
Se cumple que: U> O0VA = 0 Luego: det(K) >0
K - 02U K 02U
Nota. Ahora se comprueba que: ij 9104, = A2

38 Método de rigidez tecnun



Propiedades topoldgicas de [K]

Su estructura topologica depende de la numeracion de los nudos.

= Matriz dispersa: sélo hay términos no nulos en las celdas (nudos) donde se
conectan barras

= Matriz banda compacta: los términos no nulos estan junto a la diagonal.

= Reordenando la numeracion de los nudos se puede obtener una estructura de
banda compacta. Los programas de calculo emplean algoritmos para hacerlo.

Se necesita menos memoria para almacenarla
Se necesitan menos operaciones para su factorizacion

© oo N O WDN -~

N
o

Celosia plana 10 nudos
n=20 ecs. Cada celdilla es 2 x 2

39 Método de rigidez tecnun



A)

Topologia de [K] segun la numeracion de los nudos

n=20 Matriz llena

Almacenamiento de K

n=20 Matriz banda m=12

7 ) 9

N C
w
& (C

n=20 Matriz banda m=6

A B C
Llena n2 400 400 400
Llena 5
Simétrica n2/2+n/2 210 210 210
Banda nm-m%2 210 168 102
Simétrica
Dispersa 98 98 98

Numero de operaciones para factorizar K

A B C
Llena n3/6 1330 1330 1330
Simétrica
Banda nm2/2-m3/3 1330 864 288
Simétrica

6
8 10
3 5 7 9

40
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Fuerzas aplicadas sobre las barras

Se transforman en fuerzas equivalentes aplicadas en los nudos, mediante Ia
fase de empotramiento perfecto (fase 0)

Situacioén
real

En la fase 1 se aplican sobre los
nudos las fuerzas de fase 0

77277 A7 cambiadas de signo
FO N\
¢ ) l -F° i
£ ) B AN
¥ 4

Fase O + Fase 1

[0l 17 777777 777777
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Superposicion: Fases 0y 1

« Fase 0: no hay deformaciones de los nudos.
Todas las barras son biempotradas.
Tienen M, V, N y deformaciones locales, segun el tipo de carga
« Fase 1: los nudos se deforman bajo la accion de las cargas exteriores
aplicadas sobre ellos (las de fase 0 con signo -)
Todas las barras se deforman segun cubicas
Las barras tienen M (lineal), V (constante) y N (constante)

0 _FO u(x)
F * * l V(XS) l
@ §>\_/Ac§% 4_} \\ // (/ D —
| e A— vy

42 Método de rigidez tecnun



Fuerzas sobre las barras: distribuidas, puntales...

» Fuerzas exteriores de todo tipo actuantes en la propia barra (no en el
nudo)

 Se sustituyen por unas fuerzas nodales equivalentes a ellas, que son:

Las fuerzas / momentos de reaccion en una viga empotrada sometida a
las fuerzas (valores tabulados o Resistencia de Materiales)

ql qlL P P
2l lT 2 lF’ 2

(13 ) () 1)
ql’ ql” PL PL
1 1 8 8
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Fuerzas sobre las barras: térmicas

«  Campos de temperatura conocidos existentes en |la barra
Temperatura media T,,, y gradiente T, en el canto de la barra

 Se sustituyen por una fuerzas nodales equivalentes a las temperaturas:

Las fuerzas / momentos de reaccion en una viga empotrada sometida a
las temperaturas (valores tabulados o Resistencia de Materiales)

EAaT, T EAaT,
—>» 0 O<«—
ElaTy, EloTy

—
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Fuerzas sobre las barras: pretension

» Fuerzas aplicadas sobre la barra durante su montaje en la estructura
(Pretension).

Dos fuerzas iguales y de sentido contrario en un tensor
Aplicadas mediante una rosca que acerca los extremos del tensor

ALY

'T A4x
/\\ N
9~——}O < O
N N°

Ay NO Aoy Azy
A1x l‘: Azx ] Asx
| —»  4—>»
o A 7 O N 0, -y 0

v v

No NO
- o——S= O—>
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Fuerzas sobre las barras: pretension

Fuerzas aplicadas durante el montaje de la barra (Pretension)

Puede ser cualquier sistema de fuerzas que se esta aplicando sobre la
barra en el momento del montaje de la misma en la estructura

Deben estar en equilibrio entre si.

Son directamente las fuerzas nodales equivalentes de fase 0: se aplican
con signo (-) en los nudos.

Barra en su
estado natural

Barra montada
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Fuerzas sobre las barras: errores de forma

Error en el montaje: discrepancia entre la forma de una pieza y el espacio
donde debe montarse

/\ I/\

N A > P

I
=
| |
| |
| I
| I
| I
| I
| I
I I
I
I
I
b

(L4 177777 & PH 777777

Se aplican fuerzas sobre la barra hasta que se pueda montar: estas fuerzas
deben tenerse en cuenta en el calculo.
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Fuerzas sobre las barras: errores de forma

Errores en la forma de las barras (deformaciones de montaje)
Se conoce como dato &g : a diferencia (error) entre:
la forma natural (descargada) de la barra'y
la forma en la que se le obliga a ser montada en la estructura

Fuerzas de fase 0O: las fuerzas necesarias para obligar a la barra a montarse
en la estructura

Para montar la barra: aplicar —épg

Errores
de forma

Forma

Fuerzas a aplicar: natural

X
PEO — _KL 6E Yi

\

Barra montada
en la estructura
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Esfuerzos interiores finales en las barras

« Esfuerzos interiores son la suma de las dos fases:

« Fase 0: no hay deformaciones de los nudos: F¢Y
Todas las barras son biempotradas.
Esfuerzos interiores M, V, N segun el tipo de carga (tablas)

« Fase 1: los nudos se deforman F¢! = K¢ A8l
Todas las barras se deforman segun cubicas
Las barras tienen M (lineal), V (constante) y N (constante)

i S T A )
M AVAL (TA "
Fase 0 + Fase 1

Fl=KA'
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Deformaciones finales en las barras

 Deformacion real es la suma de las dos fases:

* Fase 0: Todas las barras son biempotradas
No hay deformaciones de los nudos.
Deformaciones u, v de la barra segun el tipo de carga (tablas o R.M.)

* Fase 1: los nudos se deforman
Todas las barras se deforman:
Lateralmente a flexion, segin clbicas v(x3)
Axial: linealmente u(x?1)

FO l _FO u(x) l
v ¥ v(x°)
4@ m/‘cg% 4—} \\ // I/ >

\Y
Fase 0 _I_ Fase 1
AOZO K A1 =_F0
0 5QL4 \ L
v =
777777 c 384E’[ 777777 TIIIT7 7
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Deformacion de las barras en la fase 1

Deformacién lateral v de una viga sin cargas, en funcion de las 2 deformaciones
laterales y los 2 giros extremos: cubica

ﬂ/\x,/ o

/ 0,

|

v=(1-38+28%)8y + (§ —28* + &3)LO; + (387 — 28°)6)y + (§° — &AL,

Deformacion lateral en el centro: Ve = Oy + Oy + (6, — gj)g

2

Deformacion axial u de una viga sin cargas, en funcion de las 2 deformaciones
axiales en los extremos: lineal

/ Sux

—5 = ) u = 0rx + (6;x — 01x)§
8IX u
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Ejemplo 1

yII 974

/N

Método de rigidez
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Ejemplo 1

Rigidez individual de los elementos (sistema global)

A
\/TYAX

—>

53

A 0

(EA 0 0
L
12 EI 6E]
3 Iz
6E] A4FE]
VT L
(12E1 6E
H3 H?
<0 E4 0
H
6E] 4FE]
\ H2 H

Método de rigidez

\

J

> S

(Ax)

S

(F4)

. O

(Ax)

. 6 J

~"

\M 4

(FE)

\M B

'
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v v
q Ay
A
\ Lo 5
g, 0
B
qv v
qL qL
¥
CI_LZ gL
12 12

54

Ejemplo 1

Matriz de rigidez de la estructura ensamblada

(EA N 12E1 N 6E1 )
L H3 H?
12E1 4 EA 6E]
L3 H L2
6E] 6E] AE] 4F]
. H? 1z L TH)

(Ax)

s Ay ¢

\ 6 J

Fuerzas equivalentes
a la carga distribuida en A (fase 0)

(0 )
Frt qL
Fext o =4 2
Mext qL?

\ 12

Método de rigidez

(FEety

Fext ¢

kMextJ
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Ejemplo 2 Celosia plana

5 kN

Aoy A1y
8 kN A b
%) /‘5 1 Q > B C 1>X
2
- D
= A C
3 4 l
< 10 m >
(Brx) B C D B
) Aqgy _ | Ké11 + Kéi1 + Kg1a K¢z
A=< A > K = B 2 B £
2X K21 Kg22 + Kgoo + Keao
\A>y /

E=200GPa A =10cm?
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Ejemplo 2. Celosia plana. Rigidez de las barras (1)

1 0 -1 0] Ay
ke _FA10 0 0 0] Ay
6710 -1 0 1 o] A
0 0 0 0ol Ay
Aoy A1y
Aoy i A1y
gﬂ B o—> 1
A
A2Y Aty
A2x A1x
EA A ¢ e
Ké=ﬁ[8 (1) A KS = 2470 O] Arix
2y ¢ 7 10lo 11 Ay
A C
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Ejemplo 2. Celosia plana. Rigidez de las barras (2)

Azy Aty
Aox A1x
E D
] _ 1 17
1 1 —_ 1 A
EA | 5 —5| Bz o - BA 12 2 7
KE=—"—|2 2 ovz|1 1
1ov2| 1 1 A - | Aw
2ozl 2 2
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Ejemplo 2. Celosia plana. Equilibrio de toda la estructura

Ensamblando las matrices de las 5 barras:

5000
8000

) ¥
2 1
2.707 0.707 —2.0 0 7 (Aix Fix =0 \
10710707 2.707 0 0 Ay ( _ ) Fiy = —5000
—2.0 0 2.707 —0.707] ) A.x F,x = +8000
B 0 0 —0.707 2.707 i AZY FZY:() x

Resolviendo: deformaciones de los nudos

A2y o A1y o
o b
A1x 0.817 \
Ay () —0.398 _3
Ay (=) 0965 (10 (M)

Ayy 0.252

58

Método de rigidez

tecnun



Ejemplo 2. Celosia plana. Esfuerzos en B

Deformaciones de la barra B

Aoy Aty
Azx 0.965 $={2x B i Ar
A 0.252 _ ~
B _ )P2v | _ 3
8 Arx 0.817 10 (m)
Ay —0.398

Esfuerzos de la barra D en su sistema local P8 = KE(SB

Py x 1 0 -1 0]( 0.965 2960
Poy(__E4 1o 0 o0 of)o0252(,ps_) O
P x L=10|-1 0 1 0]) 0.817 —2960
Py 0 0 0 o0J\-0.398 0

0 0

(I/ 2960 g i-z%‘o

S
(D
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Ejemplo 2. Celosia plana. Esfuerzos en D

A1y
. . S 01
Deformaciones de la barra D en el sistema general y local R "
{AlX} _ { 0.817 }10_3 A1x
Ay —0.398
X
Proyectar a 45° YL ) D
{51)(} B { 0.296 }10_3 \
O1y —0.859 3
| o Py=0 P1,=4186

Esfuerzos de la barra D en su sistema local P” =KL

Psx 1 0 -1 0 0 —4186

Psyy(__ EA 0 0 0 O 0 10-3 = 0

Px( L=10v2|-1 0 1 0f) 0296 4186

Py 0O 0 0 01\-0.859 0

P3Y=0
P3=-4186
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Ejemplo 3

{ ¥ q=3 kN/m AAW 2 Doy
P=5kN 1 2 i Lo A
B \”/e B
1 0,
=
A
C ¥ A c
3 4
4 m 2m 3 4
E = 200 GPa Barras A,C: A =100cm? I = 10000 cm*
Ay BarraB: A =80cm?I = 15000 cm*
Ay
6
A={ 1\ K — K&, + Kgiq Ké1,
Rax | K K&,, + K&
A G21 G22 G22
2Y
. 05 )
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Ejemplo 3. Matrices de rigidez de las barras

AA1Y PRAYY:
Eho B ] ex
-
e1 \ 92
-4 0 0 —4 0 0 1 Awx
0 0056 011 0 =0.056 0.11 | Ay
5 <ngl 0 011 03 0 -011 015]| 6,
Ay Ke=10%1_, 0 4 0 0 | Ay
15£>Am 0 —-0.056 —011 0 0.056 —0.11| A,y
s Lo 011 015 o0 -011 031 @,
1
A
0.0375 0 0.075] Aix 0916 —1.78 0.054] Azx
K4, = 108[ 0 50 0 ] Ay K¢,, =108(-1.78 3.58 0.027 Ay
0075 0 0.2 6, 0.054 0.027 0.179] 6,

62
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Ejemplo 3. Matriz de rigidez de la estructura

4.04 0. 0.08 —4, 0. 0. 1 fAlX\
0. 5.06 0.11 0. —0.05 0.11 AlY
K = 108 0.08 0.11 0.5 0. —0.11 0.15 0
—4. 0. 0. | 492 —-1.78 0.05 A=qa 1
0. —0.05 -0.11 |[—1.78 3.64 -0.09 AZX
L (). 0.11 0.15 0.05 —-0.09 0.48 - 2Y
. 0,
Ary A Doy
1 _T_,Am [ 12 Aoxx
\_,/91 B 5
A B B
_ |KG11 ¥ Kgiq Kg12
o C
A o Ké1 K¢, + Kéoo
3 4
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Ejemplo 3. Fuerzas nodales equivalentes

ql ql .
2 2 q? — 6000 N
g |; § E‘% qL?
qu qu E=4000Nm
DV Fase O -
12 Barra B 12
aL oL (F;,, = +5000y
|2 B Fy, = —6000
5 kN \ /
— ] g‘ F—<M1=_4OOO>
q1—|2'2 qL’ B Fox =0
12 F,, = —6000
\M, = +4000
Fuerzas nodales
equivalentes
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Ejemplo 3. Deformaciones de los nudos

A=K 1F

65

r 0.262 Y
—0.010
—0.129
0.249

> 1073 (m)

0.104

\ 0.117 /

Método de rig

dez tecnun



Ejemplo 3. Esfuerzos en B: sumar fases 0y 1

P
6000 e " Moz T
|Z
4000 Fase 0 4000 Fase 1. deformacion

P? = P% + K] &°

(Pixy [ 0 - 4 0 0 —4 0 0 7/ 0.262

Py, 6000 0 005 011 0 -—0.056 0.11 |[[—-0.010

My | ) 4000 sl 0 0.11 0.3 0 —0.11 0.15|)—-0.129| , .3
1P (") 0 S 0 0 4 0 o | 0249 (1Y
P,y 6000 0 -0056 —0.11 0 0.056 —0.11|]| 0.104

\M,)  \—4000/ L0 0.11 015 0 —-0.11 0.3 1\0.117/
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4000

Ejemplo 3. Esfuerzos en B: sumar fases 0y 1

Fase O

4000

67

r 4

4981
—776
—3394
—4981

776
\ 290

3394

4981
5224
606
—4981

g

6776
\—3710/

Método de rigidez

Fase 1: deformaciéon

290

1842

Momentos reales

606 |

3710
|

y

\

<‘ \

NI
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Apoyos no orientados segun X¢ Y

La condicion de apoyo no se puede definir facilmente en los ejes
generales de la estructura.

Aysina — Ay cosa =0

Definir un sistema de ejes local al nudo, Xy, Y, en el que sea facil
imponer |la condicion de apoyo

AN — YN
XN
AY _[cosa sin a] Ay {
AY —sina cosal (A, Ye (@/i
00
LXG
N _ N _
aj = T;d, K =Tk
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Cambio de gjes de las ecuaciones de equilibrio (1)

Equilibrio en el K14 Kij - Kin] (A (F1)
sistema de ejes e e . A
general K, Ki; .. Kp 4\Ay> =< F ; Yk
Transformar las deformaciones al sistema N local al nudo A: = TTAN
J J 7]
Ki; .. KT .0 K] Ay (Fr)
Multiplicar la Ky, .. K;T' .. Ky |KAY=<F
columnajporT’ | .. .. . ce. . i,
Ko - KT o0 Kool A \Fy)
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Cambio de gjes de las ecuaciones de equilibrio (2)

Para transformar las fuerzas: se multiplica la fila j por T,

- K11

TiKj,

| Kna

Ky T}
.
TiK;;T;

Kn, T/

Kin |

TiK;y

Knn |

Equilibrio en el sistema de gjes mixto

| K11

TiKj4

| Kna

7

KT/
.
T;K;;T;

Kn, T/

Kln ]

TiKn |4

Knn _

(A1)

N
Ay

ViWy

(A1)

VAW

( F1 )
/""\
1 UE 5
N
| F,, J
N
TJ'FJ' - Fj
(F)
F]N > En el sistema N
. <:| es facil aplicar la
condicion de
LFnJ ligadura especial

Ay =0

tecnun



Resumen

Equilibrio en el sistema de ejes mixto

Kin .. K0 o Ky ] AN (F N ext
J

TK; .. TK;T .. TKj[{aV} =LV i—" RY (27)

K o Ky T o Ko | WA N \F )

ANV {A}VX (??)}

N __
AN, =
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1 kN/m l10 kN Agy

Azy

SO 0 Aox t 3X

2 B 3 = g

B
A c||°m A C
YN
N \ 177777 \m A1X 777777
\ a=-45 \ﬁ
XN
3m

{f]{x} _ [ cos(—45) sin(—45) T{Alx}

N —sin(—45) cos(—45)] Ay

AN — Tl Al
73 tecnun




Ejemplo. Rigidez en los sistemas general y mixto

Rigidez en el sistema general

A
ZYMZX ASYt\_’ASX
+ = G
KG11 KGlZ 0
A c K=K K& +KEyp K23
) 0 Kés, Késs + Késs.
wﬁ Arx
\v’
Ay N Rotacion de 1 a su sistema local AN — T, A,
oy
N B {v
T'K4,, T T'K2,, 0
N _ 1T B
A c KV =| K&, T K&, + Kéoo K¢23
B
. 0 K¢s2 Késs + K3
/ Aty
S,
Atx

tecnun



Ejemplo: Ensamblado de la rigidez general

Aoy A g :
(Jz%.-Azx 3y E_}Asx A A 00233 O E—0.0233 0 A,
B Kai IKGIQ 0 7. 0 —. Aly
Ki =|--r-t=-:-|=10°[-orocm-o-- [ __
K., iK;2 —0.0233 0 ;00233 0| A,
A c 0 71 0 | A,
A .
"I A 7.0.1-7. 0] A,
A ag |
K? ngz Kg?;% 10° 0. O-E 0. 0 AZy
G: p— ——————I— ————— J— —_——
ng:a Kgas — 0': .0 A,
|
0. 010 0| A,
A A
K11 K12 0
_ |wa A B B
K= (K1 Kgzz + Koz K¢2s
B B C
0 K¢s2 K¢3s + Késs. A
c _ 148[0.0233 0 3x
K¢ss = 10 ’ 0 7] A,
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76

Ejemplo: Rigidez en el sistema general

AZY%Azx ASYI Aszx
G (5—>
B
A C
Aw\I A
\v)
-0.02 0. —0.02 0. 0. 0.1 Ax
0. 7. 0. —7. 0. 0. Ay
_ .~8l=002 0. 702 0. —=7. 0] Ax
K=10 0. —7 0. 7. 0. 0.] Ay
0. 0. -7. 0. 7.02 0.| Asyx
0. 0. 0. 0. 0. 74 Agy

tecnun



Ejemplo: Rotacion de la rigidez al sistema mixto

A2Y A3Y ﬂTlT
S
| B | T —> [002 0 002 0 0 0] Aux
! 0. 7. 0. —7. 0. 0. Ay
—-0.02 O. 7.02 0. =7. 0.] Ay
_ 108
A C K=10 0 —7 0 7. 0. 0. Ay
0 0 -7 0. 7.02 0. Asy
A 0 0 0 0. 0. 74 A
1Y\m Ar / 3Y
\v)
AZYgak 5 A3YL> Rigidez en el sistema mixto de gd|
3X
] B | i _ _ 1 AN
3.51 3.49 0.016 4.95 0. O. 1X
—3.49 3.51 —0.016 —495 0. O. AQ’Y
—0.016 —-0.016 7.02 0. -7. 0. A
A N _ 108 2X
C K 10 495 —4.95 0. 7. 0. 0. A,y
X 0. 0. —7. 0. 7.02 0. Ay
/ A1y L 0. 0. 0. 0 0. 7 .- Ay
\\ ’
Aix
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Ejemplo: Fuerzas
1125 5 3
== 0 0 (F1x) r 1875 Y
r ‘ I L= Fiy 0.
5000 5000 F,, 195
F - =
< Fpy ) —5000 >
F3x 0.
\F3y ) \—5000/
125
Q\ 1875 T i 4
NS N
1125 Fuerzas nodales giradas
@ 0 .
5000|| 2 50001 (Fix) [ 1326
Fll\}’, 1322
N FZX — 112
F3X .
1326

78 13264
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Ejemplo: ecuaciones finales

Se introduce la condicion de ligadura debida al apoyo inclinado:

Eliminar la fila y la columna en la direccion Y local del nudo. Ay =0
- 351 —349 —0.016 495 0. 071 [ Ax Y 1326
345351 G.016—455 00 AY, =0 1326
1080016 —0.016  7.02 0. =7. 0.1 | Ay | _) 1125 |
495  —495 0. 7. 0. O. A,y —5000
0. 0 —7. 0 7.02 0. Asy 0
0. 0 0. 0 oo 74 U a,, J '-=5000/
- 351  —0.016 495 0. 07 (A% 1326
—0.016  7.02 0. —7. 0. Ayy 1125
108| 4.95 0. 7. 0. 0.] <A,y p=1<-5000;
0. —7. 0. 7.02 0. Azy 0
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Ejemplo: deformaciones

(AN £0.9032 )
Arx 0.3440
Se obtiene: A" =+ Ay p =1 —0.6394 3 1072
Az 0.3429
Ayy) U —0.007 )

Rotacion de las deformaciones locales del
nudo 1 al sistema general

YN
yd Ay =TT AY
/ Ay=0

Ax=0.6386 {AlX} _ [cos(—45) — sin(—45) ! {Aﬁvx}

AlY Sln(_45) COS(_45) Alle
Ax=0.9032
M=06386 N\ K {Alx} B i[ 1 1]T {0.9032} _ { 0.6386 }
Aqy - 20-1 1 0 —0.6386
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Ejemplo: esfuerzos en la barra A

Fase O + fase 1 (En el sistema local de la barra)

81

(0 ) 7 0 0 —7
1875 0 0.0233 0.07 0
1125 + 108] 0 0.07 021 0

0 -7 0 0 7

\1125/ L0 —0.0233 —-0.07 O

Fase 0 (EP) Fase 1
1 kN/m -0.639 0.344
o 2G 1125 % }
XLiI
1/
’ 1875 0.638
1125 v 0.638, 20625

—0.0233
—0.07

1 (—0.6386)
—0.6386

0.0233 4

—0.6394
\—0.3440/

0 1072 = <

(5000 )
—5000
—19500
—5000

Final

T

8000

5000
5000

19500

\ 8000 J
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Apoyos inclinados modelizados con muelles
No todos los programas (pocos) permiten emplear sistemas de ejes locales (N)

en los nudos, con lo que el método anterior no se puede emplear.

Método intuitivo y practico para modelizar un apoyo inclinado: introducir
un muelle de gran rigidez en la direccion fijada por el apoyo

Ay
(04
/\\ \ AX
(o) —
= K

Rigidez del muelle en el sistema general

KM — K cos? «a —K sin a cos a]
—K sina cos a K sin? a

tecnun
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Apoyos inclinados modelizados con muelles

Ecuacion de equilibrio del nudo en el sistema general XY, incluyendo la
rigidez del muelle y la del resto de la estructura

K. .. K., + K cos? a Kyy —Ksinacosa .. Ky ] {Ax} {FX}
. . 2 —
Kyi .. Kyy—Ksinacosa Ky, +Ksina .. K,; .. W) (Fy

Al ser K muy grande, los demas términos son despreciables frente a él.

0 0 0 K cos?a —Ksinacosa 0 0 0 {AX}:{FX}
0 0 0 —Ksinacosa K sin? a 0 0 0l(4y) (Fy

Dos ecuaciones casi linealmente dependientes entre si !!
Problemas de estabilidad numérica al resolver el sistema de ecuaciones si K
muy grande. Usar con precaucion, cuidando el valor de K.
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Ejemplo: modelo numérico cespla

Aoy

Azy
A
A=100cm? I=10%m* giazx ,E_,A“

E =21-10%kg/cm? B

\

Rigidez de las barras al
A cl| desplazamiento: orden 108 kg/cm

K=15-10"%kg/cm Aty
\ T ‘A1X
= QW
=

)

Deformaciones de los nud ' £
— — COIMaC eREs. 26 os AUC &) Squqon correcta para un
Hipdlesis amplio rango de valores de K:
|H||:u:|tES|s1 ﬂ 108 _ 1014 kg/cm

Deformaciones

Desplaz. ¥ 0638643
§7 Desplaz. v: |-0.638643

GioZ 928571014  Gio# 0 =

o4 tecnun
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Condiciones de apoyo especiales

Deformaciones impuestas en los apoyos
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Deformaciones impuestas en los apoyos

Se conoce el valor de algunos grados de libertad. Normalmente uno
sOlo 0 unos pocos.

Ningun problema tedrico: valores conocidos de algunas incognitas
Se dividen los g.d.l. en dos tipos:

GDLs de valor conocido: A, GDLs de valor desconocido:  Ap
[KDD KDC] {AD} _ { Fp }
Kep Keel (A Fc + R¢

R¢: reacciones exteriores sobre los GDL conocidos, necesarias para
imponer los valores conocidos de las deformaciones.

Incognitas:
Rc reacciones exteriores
Dp deformaciones.
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Deformaciones impuestas en los apoyos

Kpp KDCHAD}:{ Fp }
Kep Keel (A¢ Fc + R¢

* A nivel tedrico se resuelve en dos pasos:
La primera ecuacion proporciona las deformaciones de los nudos

KppAp + KpcAe = Fp
KppAp = Fp

Nuevo término de cargas: fuerzas nodales
equivalentes a los GDL conocidos.

La segunda ecuacion proporciona las reacciones a aplicar para obtener
las deformaciones impuestas

Re = KepAp + KecAe — Fe
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Ejemplo

L_} (A )
As Ay
01
A2x
o=fi-1 |
C 6,
A3x
Azy
\A4y = —2)
8x8
\
No hay fuerzas exteriores Kop KDC] {AD} = { 0 }
KCD KCC AC RC

* x4 tecnun
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Ejemplo. Ecuacion de equilibrio

Ensamblando las matrices K de las distintas barras.

[ 6.67 0. 0037 —6.67 0. 0. 0. 0. !
0. 2678 0266 0. —0.178 0266 0. 0. |
0.037 0266 0733 0. —0266 0266 0. 0.
—6.67 0. 0. 1362  0.769 0. —6.67 o.i
0. —0.178 —0266 0.769 2274 —0.133 0. —0.044
0. 0266 026 0. —0133 0933 0 —0.133
0. 0 0. —6.67 0. 0. 667 0.
0. 0 0 0. —0.044 0133 0. 2544
0. 25 0. —0.77 —-205 0. 6__—___EfT

—2.9

—0.77

—2.05]]

S

—
B

>

[
<

PP o=

A
$ e N
8 L]

=

=
<
—
e

>

-2 cm

89

| c o ©o o o o o o
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Ejemplo. Fuerzas equivalentes a la deformacion

| 6.67 0. 0037 —6.67 0. 0. 0. 0][AL] (0] 0.

0. 2678 0.266 0. —0.178  0.266 0. ol|a,l o ~25
0.037 0266 0.733 0. —0.266 0.266 0. 0.|| 6, 0 0.
—6.67 0. 0. 1362 0.769 0. —6.67 0lla,.| o —0.77

0. —0.178 —0.266 0.769 2.274 —0.133 0. _0_044<A2y»:«0»—103 g 5| (e =002

0. 0266 0.266 0. —0.133 0933 0. —0.133|| 4, | |0 0.

0. 0. 0. —6.67 0. 0. 667 0/lA,.| [0 0.

0. 0. 0. 0. —0.044 —0.133 0. 25u(|A,| [0 0.

E,) 0 0 -
E, —25 —5.0
M, 0 0
i
F, _|-0.766 ~154)
K, A, =1g [~ —10°| {002} =1 110
M, 0 0
E, 0 0
F, 0 0

Agy=-2 cm
% tecnun



Ejemplo. Deformaciones

[ 6.67 0. 0.037 —6.67 0. 0. 0. 0](A,] 0.
0. 2678 0.266 0. —0.178  0.266 0. 0.[|A, -5
0.037 0.266 0.733 0. —0.266  0.266 0. 0.] 6, 0.
—6.67 0. 0. 1362 0.769 0. —6.67 0.[|A,, |14
0. —0.178 —0.266 0.769 2274 —0.133 0. —0.044’A2y“:10 —4.1
0. 0.266 0.266 0. —0.133 0.933 0. —0.133|| 6, 0.
0. 0. 0. —6.67 0. 0. 6.67 0.[[A,, 0.
0. 0. 0. 0. —0.044 -0.133 0.  254|[A, 0
fA1x\ ;-892 1.8‘9;L 1.893
A, | (71892 Koo
_2008 v 2.008 1.27
% 0.247
Box —1.894 |  ._
Ap = Ay ¢ =4 _{ 5751077
0, 0.320
Az ~1.893
Asy|  \-0.005/ em
. au0 ,
20m£r13617N tECﬂUI’]




Ejemplo. Reaccidon en el apoyo que se mueve

- 6.67 0. 0.037 —6.67 0. 0. 0. 0 0. 1B (0 )
0. 2.678  0.266 0. —0.178 0.266 0. 0. —25 | [Awy -5
0.037 0.266  0.733 0. —0.266 0.266 0. 0. 0. 61 0
—6.67 0. 0. 13.62 0.769 0. —6.67 0. —0.77| [A2x —1.54
108 0. —0.178 -0.266 0.769 2274 —0.133 0. —0.044 —2.05|<A2y}=108¢ —4.1}
0. 0.266  0.266 0. —0.133 0.933 0. —0.133 0. 0, 0
0. 0. 0. —6.67 0. 0. 6.67 0. 0. Az, 0
0 0. 0. 0. —0.044 —0.133 0. 2.544 0. Az, 0
0 —2.5 0. —077 -2.05 0. 0. 0. 4.55 1|{A,, ) \ Ray )
De la Ultima ecuacion r—1.892y
—2.008
0.247
—1.894
{Ryy} =108[0. —2.5 0. —0.77 —2.05 0. 0. 0. 455]<-1.273,107% =—13617 (N)
0.320
—1.893
—0.005
\ —0.02 /
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Ejemplo. Esfuerzos finales

21445 \
\;8456 4437 ™
\\ 40852
\
36721 13617
-20766
N (N)
M (m-N)
o\ 46208 35497
y 13617
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Ejemplo. Edificio simple
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Peso propio + Sobrecarga de uso Descenso 5 cm pilar izquierda
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Comparacion flexibilidad - rigidez

Método de flexibilidad

Aplicacion conceptualmente sencilla
(superposicion) ©

Significado fisico del proceso es
claro: estatica. Ventaja para el
aprendizaje ©

Ecuaciones de compatibilidad faciles
de aplicar ©

Proporciona 1° todos los esfuerzos y
2° las deformaciones una a una.

Necesita hallar h, y determinar las
incognitas X ®

Aplicable sélo a estructuras
hiperestaticas ®

No se puede sistematizar ®

95

Método de rigidez

Proceso muy sistematico: manejar
matrices ©

No requiere tomar decisiones ©
No necesita hallar h, ni las
incognitas X ©

Incognitas (GDL) se determinan
facilmente ©

Aplicable a todo tipo de
estructuras ©

Proporciona 1° todas las
deformaciones y 2° todos los
esfuerzos

Requiere manejo de gran cantidad
de datos ® - ©

Necesita un ordenador, salvo
ejemplos muy pequefios ® — ©

Método de rigidez tecnun



