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Con el fin de dar una adecuada descripcién de la conducta del consumidor en
el mercado, el economista recurre a la postulacion de una medida del grado de
satisfacion gue una determinada combinacion de un nimero finito de bienes
reporta al individuo que consume. Esta medida es la funcidn de utilidad.

Asi para un conjunto finito de n bienes, X...,X,, la funcién de utilidad puede
expresarse '

= f0.,%,) 1)

Esta expresion proporciona un nimero que facilita la ordenacidn de
conjuntos de bienes limitados, de acuerdo con las preferencias del
consumidor.

Es logico tratar de especificar la forma de la funcién (1), pues sera la tnica
‘manera de poder contrastar el supuesto de laexistencia de dicha funcién de
utilidad. Ll camino a seguir para esta especificacién, es el presidido por el
slogan “los hechos mandan”, esto quiere decir que los datos estadisticos,
obtenidos de la observacion de la realidad, conllevan una informacién que
solo puede ser captada, cuando se dispone de unas hipotesis tedricas capaces
de asimilar y moldear los datos estadisticos disponibles. '

Habra que ir imponiendo restricciones a (1) que provengan de la misma
estructura de los de los datos que nos proporciona la realidad observada.

Una de las primeras cuestiones que plantea el estudio de la funcién de utilidad
es la relacion existente entre sus argumentos, x;, que constituyen el nucleo de
este planteamiento,

El valor de la funcion de utilidad depende del niimero de bienes considerados,
de la naturaleza de estos bienes, de las relaciones de estos bienes en el marco
de las preferencias del consumidor, de la influencia de faciores aleatorios
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externos, y de las relaciones entre los bienes €n cuanto que constituyen un

conglomerado separable de los restantes bienes que puede apetecer al
consumidor.

Todas las anteriores relaciones pueden englobarse en dos grandes tipos: de’

naturaleza “objetiva” (derivan de Ia naturaleza fisica de log bienes), y de

naturaleza “subjetiva” (proceden de relaciones psicologicas entre el consumi-
dor y su entorno).

Aparte de las anteriores refaciones hay que destacar las que provienen de la
misma estructura de la observacion econdmica. Asi, por ejemplo, Ios datos
estadisticos procedentes de observaciones econdmicas, no suelen referirse al
comportamiento de un solo bien, sino a conjuntos o agregaciones, bastante
grandes, de bienes. (Suelen conocerse los datos referentes al conglomerado
“alimentos”, y rara vez los referentes al bien particular “cerveza™),

Lo que llevamos expuesto hace necesario rec
nos permita adentrarnos en el estudio de 1
diversos bienes, o agregaciones de ellos, g
una funcién de utilidad,

urrir a algin procedimiento que
as relaciones existentes entre los
ue constituyen los argumentos de

El conocimiento de estas relaciones permitirdn ir delimitando fa forma

apropiada de la funcién de utilidad a la naturaleza y estructura del problema
estudiado.

Comenzaremos afirmando Que las interrelaciones en un sistema Unicamente
se manifiestan en ¢l comportamiento dinamico., Statsky puso de manifiesto, y
formalizd en su ecuacidn fundamental, que inicamente en la variacion del
precio de un producto, pueden manifestarse las relaciones de sustitutibitidad o
de complementariedad, de ese bien con los restantes considerados,

En una primera aproximacion podra decirse que parte de las relaciones que

estamos buscando se manifiestan en los elementos no diagonales de Ia matriz
de sustitucion

8x, bx; dx; x, b P 2)

K= [k..rf] con k{.}. = i
6P; 6_3) 617; ay

El signo de estos clementos determina si dos bienes son sustitutivos o
complementarios, segiin la definicién de Hicks, ’

La sustraccidn del “efecto general de sustitucion™ de estos elementos,
proporciona el “efecto especifico de sustitucion”, el cual proporciona
informacién sobre la estructura de las preferencias del consumidor en
términos de derivadas parciales de segundo orden de la funcion de utilidad.
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6)('; l 82[,1

dw, A bx; dw;

Expresién que nos dice que siempre que se introduce una variable adicional
en la funcidn de utilidad, la matriz de las dereivadas de x con respecto a esta
variable es igual a ia matriz de sustitucion X multiplicada por la matriz de las
derivadas parciales de segundo orden de la funcion de utilidad con respecto a
la antigua y nueva variable, y multiplicada por la inversa, con sigho negativo,
de la utilidad marginal del dinero (en la terminologia de Alfred Marshall).

La expresion (6) viene a describir la manera en que los fenémenos aleatorios
anteriormente descritos actuan sobre las cantidades demandadas a través de
a modificacion de las relaciones expresadas en los elementos de la matriz de
sustitucion.

Para poder realizar un estudio empirico de estas relaciones e influencias
podemos proceder del siguiente modo.

Supondremos que cualquier cambio produce un impacto aleatorio sobre la
cantidad demandada de un cierto bien, x;, ¥y que este impacto se produce
mediante la modificacidon de las utilidades marginales.

Fl efecto de esie impacto aleatorio lo representaremos mediante un término
de error g;, que sera considerado como el “residuo” de 1a adecuada estimacion
de la cantidad demandada.

Introduzcamos ahora una distribucion de probabilidad para estos terminos de

error. Impondremos que E(e;) = O, en cualquier instante de la variacion, Del .

misme modo impondremos gue

(N
du

E [ . g ] e— o, 5)(;,-

Es decir, la matriz contemporanea de covarianza es proporcional a la matriz
de las derivadas de las utiidades marginales. (Barien 1966).

De esta ultima imposicion se puede establecer (vid Barten) que la covarianza
contemporanea de los términos de error es proporcional al efecto total de las
‘ sustituciones transversales. Es decir,
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. du
Eleg]l @« — — (/7)) x,x, ®)
dx,; bx;
siendo
Ay =p lep -1
x,=nUIp

U=[%/bxb x]

En virtud de (8) la estructura de las preferencias puede describirse del
siguiente modo: Si dos bienes son sustitutivos en el sentido de Hicks, el efecto
de sustitucidn transversal total es positivo y la correlacién de los
correspondientes términos de error es negativa. Y cuando dos bienes son
complementarios en el sentido de Hicks, la correlacion es positiva.

Lo gue acabamos de establecer implica, que si es posible disponer de buenas
estimaciones de los iérminos de error g, la matriz de correlacion de esas
estimaciones nos proporcionard una informacion muy interesante sobre la
estructura de las preferencias del consumidor,

La matriz T de las correlaciones residuales, no solo contiene la informacion
indicada en el parrafo anterior, sino que a partir de la magnitud de los
coeficientes de correlacion es posible determinar el grado de interdependencia
de unos bienes con otros. En principio seria suficiente con examinar los
elementos de I para llegar a conclusiones interesantes acerca de esas
interdependencias. Perc esta tarea se complica notablemente cuando las
dimensiones de R son relativamente grandes, o cuando, como suele suceder,
no estda muy definida la separacion entre los diversos grupos de bienes gue
constituyen la base de la informacion estadistica.

Hay que buscar un método de observacién, que permita una mejor
descripcion mediante la agrupacion de los bicnes que estdn fuertemente
relacionados. Tal método deberd ser puramente descriptivo, ya que dicha
agrupacion, debe surgir de los mismos datos, ¥ no de ningun tipo de
suposicion previa acerca de la estructura de las relaciones enire los bienes.

EiI método estadistico de los componentes principales ¢s un procedimiento
muy adecuado, puesto que permite factorizar la matriz de las correlaciones
residuales, sin realizar ningdn tipo de hipotesis previa acerca de su estructura,

y sin que se produzca ninguna pérdida de informacion. Este método fue
introducido por Pearson (1901), como consecuencia de un intento de ajustar -
planos por el método de los minimos cuadrados. Posieriormente fue
replanteado por Hotelling (1933) para analizar estructuras de correlacion.
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En el caso concreto de tratar de descubrir las relaciones entre los diversos

bienes que son argumentos de una funcion de utilidad podemos proceder del
siguiente modo.

Partamos de las observaciones de n agrupaciones de bienes, tales como: _
“alimentos y bebidas”, “vestidos y calzado”, etc. Formemos las # ecuaciones

de ajuste necesarias para estimar las respectivas cantidades demandas xr. Si
las observaciones fueron realizadas para un periodo de n afios, obtendremos
una matriz (nxn) de residuos e, = x}—x;, :
Para la realizacion de las estimaciones de las cantidades estimadas se suele
emplear la version dinamica de la funcién cuadrética de utilidad, ya que tiene
la considerable ventaja de proporcionar derivadas primeras lineales, y de ese
modo también son lineales.en las variables las condiciones de equilibrio,

Sin pérdida de generalidad supondremos que las observaciones, que a partir
de ahora designaremos por la matriz X de dimensién (rxn), estan tipificadas,
de tal modo que L =X". X, En tal caso la varianza total de las observaciones
sera igual a la traza de I, ¢s decir a #.

Las componentes principales se definen como las transformaciones lineales de
las X, tales como

Z11 ZyzZ1p X Xin Xy, 1 SYVRN T
Zyy 293029 = x;lxn...xzn gy 2
Zp1 Zn2 v+ Zpn X 1% p2eee Xny dyy oy,

0 en forma matricial abreviada
Z=X .4 »

sujetas a la condicion de que estas transformaciones sean ortogonales, es
decir, que verifiquen

A A=T (10)

Lo cual viene a establecer que los valores a; que miden la importancia de la
aportacion de cada una de las X, a la formacion de las Z, y que por ello se
llaman “factores de carga”, o “factores de peso”, deben de estar normalizadas.

Ademas se impone la condicion de que Ias componentes principales, z;;, zy

..... +Zpj, deben ser calculados de tal forma de que esten incorrelacionadas y que
ademas verifiquen

var(z,) > var(z ) >....,.> var (z,) ('1' n.
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Es decir, deben construirse de tal modo que cada componente principal
“explique” el maximo de la variacion iotal que deja sin “explicar” la
componente principal anteriormente calculada.

Los calculos se simplifican notablemente debido al hecho de que cada una de
las columnas a; de la matriz 4 de los “factores de carga”, resulta ser el vector
propio asociado con el valor propio de la matriz I de las covarianzas.

Efectivamente, tratemos de calcular la primera componente z, =X . a,, que en
este caso corresponderd a un vector de dimensiones {nx1),

Por definicion, su varianza
var(zp)="E(z 1z)) = E{a"1 XX a))= a’| Za; 12
tiene que ser maxima con la condicion
aa —1=0 (13)
Aplicando el método de los multipﬁcadores de Lagrange, obtenemos
L=ajZa;—r{aja —1) (14
Diferenciando con respecto a a; e igualando a cero obtenemos
E—a =0 (15)

Para que este sistema homogéneo de n ecuaciones y # incognitas tenga una
solucién distinta de la trivial debe verificarse que

|2t =0 (16)
o sea que el rango de (T—AS) sea n —1L.

En general, la ecuacion (16 tendra n raices A ...,?\,3 pues como las_ din}en's.iones
de I eran (nxn) habrd n valores Aj..., A, que sattsfagap (16). Sin perd}da de
generalidad podemos ordenar dichos valores en relacidn a sus magnitudes,
obteniendo o .

As A2 sonndy 50 (an

Se tratars ahora de decidir cual de estos valores habrd que tomar, de manera
que var (z|) sea maxima. Para ello consideremos la ecuacidon matricial (15) y

. la premultiplicamos por a{

ai(E—)J)al =0
a;Ealwhaia =0
aiEal =A
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luego finalmente podemos escribir
var (z)=2A (18)

Luego si pretendemos que esa varianza sea maxima debemos elegir aquella
raiz de (16) que cumpla

A = max (A ihg o)

Este valor A4 lo sustituiremos en {16) y tendremos un sistema de # ecuaciones
y n incognitas (@) y....a1,) que podemos resolver, obteniendo los elementos del
vector ay. Posteriormente bastaria emplear z; = Xa; para obtener la primera
de las componentes principales. Para determinar la segunda componente

principat se procede del siguiente modo. .
Se trata de maximizar z, = X.a, sujeta a los siguientes condicionamientos

@) 1z, este incorrelacionado con z
b) var{z;) sea maxima
c) a’z.a 2= I

Sabemos gque
var(zy) = a2 Lay
Por otro lado de a) se deduce que
Blzgz)=0=Ea) XX 'ay=a2BXX) az = dpZar =0
pero por {15) sabemos que Iay = Maj.
Si se premultiplica esta ultima expresion por a’y tendremos
ayLa; =hara=0= E{z3z)

luego ara; =0,y en consecuencia podemos afirmar que @, ¥ 41 son
ortogonales. i

Aplicando el método de los muitiplicadores de Lagrange y teniendo en

cuenta las condiciones
a’g)?.a 1= ¢ (19)

ayay—1=10 20

tendremos

asEay —2paslar—has ar—1h : 2D
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Diferenciando con respecto a a;, queda:

La,—uLa |—ha; =0 (22)
premultiplicando por aj tendremos:

aiLa;—paiLa —iajay; =0 ‘ (23)

pero segun (15) £a; = A jay, luego trasponiendo, queda:
ajL=A a1 29
sustituyéndola en (23} y teniendo en cuenta que
‘var(zl) = a} Lay
resulta
Arpa ag—pvar(z }—hraja;=0
de donde se deduce que =0, y entonces nos queda

Zar—hay=190

o bien
- [Z—H] ay = 0 (25)
premultiplicando por a3

ayE—Aay=0

ajLa; =haya 2=A

asEay = A

var(zg) = ajyRaz=h (26)
y si queremos que (26) sea maxima elegiremos ¢l valor de A de tal forma
que

AM=max Ay Ay

De manera analoga al prdcedimiento anteriormente expuesto obtendria-
mos la segunda componente principal. )

Repitiendo este proceso se obtendrian las restantes componentes
principales, hasta llegarala z, .

En el caso del presente trabajo que trata de descubrir la relacion existente
entre los diversos bienes que son argumento de una funcion de utilidad,
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no es necesario obtener las componentes principales pues toda la
informacion que nos interesa est4 encerrada en los elementos de la matriz
A de los “factores de carga™.

El analigis pormenorizado de los elementos de la matriz 4, nos permitira
establecer el grado de relacion exisiente entre los diversos bienes que
estan siendo considerados.

De todo ¢l desarrollo seguido hasta el momento presente debe concluirse
la importancia fundamental de la matriz I de las correlaciones de los
residuos, o “términos de error”, en el estudio de la estructura de las
preferencias de consumo.

El signo de la correlacion entre dos bienes cualesquiera indica si éstos son
—en el sentido de Hicks— sustitutivos o complementarios.

Sustrayendo a cada uno de los elementos de I la correlacion debida al
efecto general de sustitucion (supuesto de independencia entre los bienes)
obtenemos una nueva matriz que designaremos € .

Los clementos de esta nueva matriz nos proporcionan la correlacion
debida al efecto especifico de sustitucion, que nos informa directamente
sobre la estructura de las preferencias en terminos de la matriz Hessiana
de la funcion de utilidad. ‘

La sustracion citada implica afiadir un nimero positivo a cada coeficiente
de correlacion total (elementos de la matriz L), luego en consecuencia se
incrementa la complementariedad especifica; aungue se mantienen las
relaciones basicas expresadas por los elementos de la matriz ¥. Este
resultado es coherente con el planteamiento inicial, pues la suposicion de
independencia entre los bienes no es mas que una primera aproximacion
a la verdadera estructura de las preferencias del consumo.

Para el talculo de la matriz T* necesitamos conocer las correlaciones
enire dos términos cualesquiera de error e, en el supuesto de
independencia entre los bienes. A, P. Barien ha establecido la siguiente
expresion para esas correlaciones :

pi (®x;/dy) .p; (Bx;/ by)
- 27
(1—p; . 8x;/ by) (1=p; . dx;/ 8Y)

con i F).

Usando estimaciones de las derivadas respecto de la renta se puede calcular
(27), Restando estas expresiones del respectivo término se obtendra la matriz
I*, que llamaremos “matriz de las correlaciones especificas™.
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Si se desea tener una mejor idea de las agrupaciones:y. conglomer:
implicados en la matriz £* tendriamos que modiﬁcar'la-_dis;idsic'iﬁ
matriz, poniendo junios los bienes con mas altas: correlacio
procedimiento se simplifica notablemente si se recurre’ a'la: técni
componentes principales, expuestas en la segunda parte de este trabajo.
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